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ÚJ MEGKÖZELÍTÉSŰ ELEKTROMOS IMPEDANCIA TOMOGRÁFIÁS 
REKORNSTRUKCIÓS ALGORITMUS ÁLTALÁNOSÍTÁSA 

TETSZŐLEGES MÉRETŰ HÁLÓZATRA 

 

Kutatócsoportunk a módszer megvalósításának egy új nézőpontját vizsgálja. Ennek 

következtében a vizsgált, kontinuumnak tekinthető, anyagot koncentrált paraméterű, lineáris 

hálózatként modellezzük. Cikkünkben sikerült általánosítani a matematikai modellt olyan 

mértékben, hogy az anyag dielektromos állandóját (azaz koncentrált paraméter párját a 

kapacitást) is figyelembe vegye. Így annak ellenére, hogy jelentősen megnöveltük az 

ismeretlenek számát a modellben lehetőséget teremtettük a multifrekvenciás megközelítés 

alkalmazására, aminek következtében az optimalizált egyenletrendszer mindig túlhatározott 

marad. Jelen cikkünkben az optimalizáló eljárás általánosított változatát mutatjuk be, amely 

esetében a képalkotás felbontását a gráf paramétereinek definiálásával állíthatjuk be. A 

modell hatékonyságát szimulációkkal támasztjuk alá. Vizsgáltuk a rekonstrukció működését a 

használt adatstruktúrákhoz való zaj hozzáadásával. Cikkünkben bemutatjuk, hogy az 1%-os 

zaj sincs számottevő hatással a rekonstrukcióra. 

 

1. BEVEZETÉS 

Az eddigiekben Maple szoftvert használtunk az inverz probléma megoldó algoritmus 

fejlesztéséhez, amely szimbolikus matematikai eljárások programozását teszi lehetővé. Ez 

kutatási célokra kitűnően alkalmas, azonban hátránya, hogy így a nagyméretű 

egyenletrendszerek megoldása igen lassú és nehézkes. Ebből fakadóan kizárólag a kisebb 

hálózatok, melyek kisebb méretű egyenletrendszereket reprezentálnak, oldhatók meg ezzel a 

programmal. 

A konkrét alkalmazás azonban (a felbontás-növelés miatt) lényegesen nagyobb 

egyenletrendszerek megoldását indokolja, így a Maple-ben történő fejlesztés helyett áttértünk 
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a Matlab alatt történő programozásra. Ennek segítségével lényegesen gyorsabb eljáráshoz 

jutunk, amellett hogy egy teljesen új matematikai algoritmust kell leprogramoznunk. Így a 

szimbolikus eljárásban használt megoldásokat nem ültethetjük át a Matlab programban, 

hanem teljesen új megközelítésben, numerikusan kell az algoritmust megfogalmazni. Az 

ehhez szükséges matematikai alapokat dolgoztuk ki az előző félévben, majd ezt folytatva 

kísérleteket tettünk az ilyen módon kialakított egyenletrendszer megoldására. A 

következőkben a kísérletekhez felhasznált numerikus algoritmusokat mutatjuk be. 

Az EIT kiértékelési algoritmusainak elméleti hátterével foglalkozó szakirodalmak 

mennyisége igen jelentős abból fakadóan, hogy a roncsolásmentes eljárást igen széles körben 

hasznlják. Beszámolónkban igyekeztünk azokat megjelentetni, melyek valamilyen módon 

hasznunkra váltak. Ezek a [1] – [27]. 

Az EIT mérés alapvető parciális differenciál egyenlete képezi a kiértékelés alapját: [2] 

 0   (1.1) 

Ez az elektromosságtanban Poisson-egyenletként ismert és abban az esetben, ha a 

vezetőképesség a helytől független, azaz homogén, izotróp közegben, Laplace-egyenletre 

egyszerűsödik: [2] 

0  (1.2) 

Mind a Poisson-, és a Laplace-egyenlet megoldható az ún. Dirichlet-, és Neumann- 

peremfeltételek, vagy mindkettő egyidejű megadásával. [2] 

A megoldáshoz többféle matematikai módszer áll a rendelkezésre. Ilyenek a véges elem 

módszer (FEM, Finite Element Method, [2]), a peremelem módszer (BEM, Boundary Elemnt 

Method, [3]), a véges differenciák módszere (FD, Finite Differences) stb. 

A mérés során a legfőbb célunk, hogy az (1.1) egyenletben szereplő, helytől függő 

vezetőképességet határozzuk meg. Erre különböző inverz probléma megoldási módszerek 

állnak a rendelkezésünkre: [4] 

 LBP: linear back projection („lineáris visszavetítés”) 

 nem lineáris módszerek, 

 heurisztikus (empírikus) módszerek. 

Az EIT mérések a mérési geometria szempontjából két fő csoportra oszthatóak fel: 

1. ha a földfelszínen helyezzük el az elektródákat, végtelen féltérrel modellezhetjük 

az adott szituációt; 

2. ha élő fára helyezzük el az érzékelőket egy kör mentén, zárt geometriával, körrel 

modellezhetjük a mérést. 

 

2. AZ ALGORITMUS ÁLTAL KIALAKÍTOTT EGYENLETRENDSZER 

 

A képrekonstrukció által jelentett inverz probléma megoldása lényegében a következő, 

az (1.1) egyenlet és a szükséges peremfeltételek diszkrét változatát jelentő, egyenletrendszer 

megoldását jelenti, amelyben ismeretlenek a vezetőképesség (Gb) és kapacitás (Cb) mátrix 

elemei, illetve a mért potenciál vektor (𝑣⃗𝑏) nem peremen vett elemei: 

 𝑨𝑇𝑮𝒃𝑣⃗𝑏 + 𝑗𝜔(𝑨𝑇𝑪𝒃𝑣⃗𝑏) − 𝑖𝑔 = 0 (2.1) 

A (2.1) egyenletben ismerjük a gráf él-csúcs incidencia mátrixát (A
T
), a körfrekvenciát 

(ω), valamint a gerjesztőáram vektort (ig), valamint j az imaginárius egység. Így a 
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megoldandó egyenletrendszer kvadratikus (nem lineáris), hiszen az egyes ágakon értelmezett 

admittancia és feszültség értékek szorzatai jelennek meg. 

A (2.1) egyenletrendszer csak egy adott generátor pozíció és gerjesztőjel frekvencia 

esetében írható fel. Amennyiben egy másik generátor pozíciót, vagy egy másik gerjesztőjel 

frekvenciát alkalmazunk, egy újabb egyenletrendszert kell felírnunk. Ebből következik, hogy 

a teljes egyenletrendszer, amelynek megoldása jelenti a képrekonstrukció során jelentkező 

inverz problémát, 

 𝑒𝑞 = (𝑛 − 1) ⋅ 𝑛𝑓𝑟 ⋅ 𝑛𝑚𝑒𝑎𝑠 (2.2) 

ahol 

n a gráf csomópontjainak száma 

nfr a mérés során alkalmazott gerjesztőjel frekvenciák száma 

nmeas a mérés során alkalmazott generátor pozíciók száma 

 

3. EGYENLETRENDSZER MEGOLDÓ ALGORITMUSOK – NEM LINEÁRIS 

OPTIMALIZÁLÁS 

 

Mivel a (2.1.) egyenletrendszer nem lineáris egyenletrendszer, ezért annak megoldására 

(még ha túlhatározott is), a következő, széles körben használt algoritmusok használatával 

próbálkoztunk: 

1. Newton-módszer 

2. Singular Value Decomposition (szinguláris értékekre való felbontás) 

3. Regularizáció 

A vonatkozó szakirodalmat ([28]) tanulmányozva ezeket találtuk az ilyen jellegű 

matematikai problémák megoldásának a legszélesebb körben használtnak, így ezeket 

tekintjük végig a következőkben. 

 

3.1. A Newton-módszer 

Legyen , az F vektor elemei legyenek az 

𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥), 𝑓4(𝑥), . . . 𝑓𝑚(𝑥) függvények. Az 𝐹(𝑥) = 0 egyenletrendszer esetén a 

Newton-módszer alakja [29] 

 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝑱−1(𝑥𝑘) ⋅ 𝑭(𝑥𝑘), (k = 0,1,2...) (3.1.1.) 

ahol 

𝑥𝑘+1 a megoldásvektor az iteráció k+1-edik lépésében 

𝑥𝑘 a megoldásvektor az iteráció k-adik lépésében 

𝑱(𝑥𝑘) az egyenletrendszer Jacobi-mátrixa az xk helyen: 

 𝑱 = [
𝜕𝑓𝑖(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
]
𝑖,𝑗=1

𝑚,𝑛

. (3.1.2.) 

 

A Newton-módszer iteratív numerikus optimalizáló algoritmus, melyet széles körben 

alkalmaznak nem-lineáris egyenletrendszerek megoldásának kereséséhez. A módszer előnyei 

közé tartozik, hogy (amennyiben az egyenletrendszer Jacobi-mátrixa invertálható), 

egyszerűen programozható és meredek (általában) négyzetes konvergenciával rendelkezik a 

közelítés sorozata [29]. 
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A Newton-módszer alkalmazása a következőképpen történik: 

1. k = 0 esetben kiszámítjuk a következő egyenletet: 

 𝑥1 = 𝑥0 − 𝑱−1(𝑥0) ⋅ 𝑭(𝑥0) (3.1.3.) 

ahol 

  a kezdeti értékeket tartalmazó vektor 

  a megoldásvektor, mely az iteráció következő lépésnek kerül átadásra 

 

2. k = 1 esetben is kiszámítjuk a következő egyenletet: 

 𝑥2 = 𝑥1 − 𝑱−1(𝑥1) ⋅ 𝑭(𝑥1) (3.1.4.) 

3. majd ezt addig ismételjük, míg az általunk definiált leállási feltétel teljesül, ekkor 

az algoritmus kilép az iterációból 

Az iteráció során kialakuló vektor sorozat az egyenletrendszer megoldásához konvergál. 

A konvergenciát több módon mérhetjük, ami alapján a leállási feltételt definiálhatjuk. Például 

a mi esetünkben a következő leállási feltételt definiáltuk: [30] 

 ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 < 𝜀 (3.1.5.) 

ahol 

ε a felhasználó által definiált hibahatár (leállási feltétel) 

‖⋅‖2az Euklédeszi norma, ami az x vektor „hosszát” jelenti: 

 ‖𝑥‖2 = √∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1  (3.1.6.) 

A Newton-módszer hátrányai közé tartozik, hogy mivel egy olyan optimalizáló eljárás, 

amely általában négyzetesen konvergál, nagyon gyors konvergenciával találja meg az 

optimalizálandó függvény minimumát. Így a megtalált minimum matematikailag elégíti ki a 

megoldandó egyenletrendszert, azonban a mi esetünkben a megtalált minimum nem csak 

matematikailag kell, hogy kielégítse az egyenletrendszert, hanem fizikailag is helyesnek kell 

lennie. Ez sajnos csak abban az esetben teljesül, ha az x0 kezdeti érték elég közel van az 

egyenletrendszer megoldásához. [29] Ez jelenti a módszer alkalmazhatóságának legnagyobb 

korlátját, azaz mielőtt belekezdenénk az optimalizálásba már rendelkeznünk kell priori 

ismeretekkel a rekonstruálandó belső anyagszerkezetről. 

A méréskiértékelő algoritmus esetében kísérletet tettünk a Newton-módszer 

alkalmazására, azonban sikertelen volt, ugyanis az általunk felépített egyenletrendszer, 

Jacobi-mátrixa nem invertálható. Így egy másik matematikai módszerrel kellett kiegészíteni 

az algoritmust.  

 

3.2. Mátrixok szinguláris felbontása és általánosított inverze [28] 

Az elektromos impedancia tomográfia (EIT) és az impedancia spektroszkópia eljárás is a 

Newton-iteráció alkalmazásával olyan 

 A ∙ x = b (3.2.1.) 
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lineáris egyenletrendszer megoldására vezet, amelyekben az A mátrix rang-hiányos 

és/vagy rosszul kondicionált. A probléma analízisét a mátrixok szinguláris értékek szerinti 

felbontásával (Singular Value Decomposition, SVD) lehet megvilágítani. 

Álljon az (3.2.1.) lineáris egyenletrendszer 𝐴 mátrixa 𝑚 sorból és 𝑛 oszlopból. Az 𝐴 

mátrixot tekinthetjük úgy is, mint egy lineáris leképezés az 𝑅𝑛 vektortérből az 𝑅𝑚 

vektortérbe. A modell mérési adataiból kapjuk a jobb oldali 𝑑 ∈ 𝑅𝑚 adatvektort, ezért az 𝑅𝑚 

teret az adattérnek is nevezzük. Az 𝐴 mátrixot együttesen határozza meg a modell és a mérés. 

A keresett 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 vektor az EIT modellben például az a sűrűségi térkép, amelyet az EIT 

keres. Ezért az 𝑅𝑛 vektorteret modell térnek nevezzük.  

Tetszőleges 𝑚 és 𝑛 esetén 𝐴 felbontható alábbi formában mátrixok szorzatára [28] 

  A = U ∙ S ∙ VT (3.2.2.) 

ahol 𝑉𝑇 a V mátrix transzponáltja (komplex esetben még konjugálni is kell).  

A felbontásban  

 𝑈 egy 𝑚 ×𝑚 méretű ortogonális mátrix, melynek oszlop vektorai az  𝑅𝑚 adattér 

ortogonális és normált bázisát alkotják. 

 𝑉  egy 𝑛 × 𝑛 méretű ortogonális mátrix, melynek oszlop vektorai az  𝑅𝑛 modell tér 

ortogonális és normált bázisát alkotják. 

 𝑆 egy 𝑚 × 𝑛 méretű diagonális mátrix nem negatív diagonális elemekkel, melyeket 

szinguláris értékeknek nevezünk. 

Az U és V mátrixok előállításához nézzük meg a tulajdonságaikat. Az U és V mátrixok 

ortogonális mátrixok, ami azt jelenti, hogy inverzük a transzponáltjuk 

 U
T
·U=Im, V

T
·V=In . (3.2.3.) 

Vegyük a V mátrix i-ik 𝑉∙,𝑖 oszlop vektorát. (A sor index helyén a pont jelöli azt, hogy az 

összes sort kell venni!) Az ortonormáltság azt is jelenti, hogy  

 VT · V∙,i = ei, (i=1,2,…,n) (3.2.4.) 

Ahol 𝑒𝑖 vektor az i-ik egységvektort jelöli, melynek minden koordinátája 0 kivéve az i-ik 

pozíció helyet, ahol 1 áll. Ahonan 

 A ∙ V∙,i = (U ∙ S ∙ VT) · V∙,i = U ∙ S ∙ (VT · V∙,i) = U ∙ S ∙ ei = si ∙ U∙,i (3.2.5.) 

hasonlóan 

 AT ∙ U∙,i = (V ∙ ST ∙ UT) · U∙,i = V ∙ ST ∙ ei = si ∙ V∙,i. (3.2.6.) 

Számoljuk az 𝐴𝑇 ∙ 𝐴 és 𝐴 ∙ 𝐴𝑇 szimmetrikus mátrixok sajátvektorait és sajátértékeit 

 (AT ∙ A) ∙ V∙,i = AT ∙ (A ∙ V∙,i) = si ∙ A
T ∙ U∙,i = si

2 ∙ V∙,i (3.2.7.) 

 (A ∙ AT) ∙ U∙,i = A ∙ (AT ∙ U∙,i) = si ∙ A ∙ V∙,i = si
2 ∙ U∙,i (3.2.8.) 

Tehát a szinguláris értékeket úgy kapjuk, hogy vagy az 𝐴𝑇 ∙ 𝐴 vagy az 𝐴 ∙ 𝐴𝑇 mátrix 

sajátértékeiből négyzetgyököt vonunk. (A két mátrix sajátértékei ugyanazok és nem-

negatívok.)  Továbbá az U mátrix oszlopvektorait úgy kapjuk, hogy az 𝐴 ∙ 𝐴𝑇 szimmetrikus 
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mátrix sajátvektorait ortonormáljuk. Hasonlóan a 𝑉𝑇 mátrix oszlopvektorait úgy kapjuk, 

hogy az 𝐴𝑇 ∙ 𝐴 szimmetrikus mátrix sajátvektorait ortonormáljuk. 

Jelölje p az A mátrix pozitív szinguláris értékeinek számát 

 s1 ≥ s2 ≥ ⋯sp > 0 = sp+1 = ⋯ = smin(n,m) = 0 (3.2.9.) 

Ekkor bontsuk fel az S diagonális mátrixot blokkokra. A bal felső pxp méretű diagonális 

mátrixot jelölje 𝑆𝑝 

𝑆 =
𝑆𝑝 0

0 0
. 

Bontsuk fel az U és a 𝑉𝑇 mátrixokat úgy blokkokra, hogy az első p oszlopvektort 

jelöljük 𝑈𝑝 és 𝑉𝑝 -vel 

[𝑈1,𝑈2,… ,𝑈𝑚] [
𝑆𝑝 0

0 0
] [𝑉1,𝑉2,… ,𝑉𝑛]

𝑇
= [𝑈𝑝,𝑈0] [

𝑆𝑝 0

0 0
] [𝑉1,𝑉0]

𝑇
. 

Ekkor az A mátrix 𝑈 ∙ 𝑆 ∙ 𝑉𝑇 szinguláris felbontását írhatjuk 

 A = Up ∙ Sp ∙ Vp
T  (3.2.10.) 

tömörebb formában, ahol 𝑈𝑝 mxp, 𝑆𝑝 pxp és 𝑉𝑝 nxp méretű mátrix. 

Most már készen állunk arra, hogy definiálni tudjuk az A mátrix általánosított inverzét. 

 

3.3. Moore-Penrose-féle általánosított inverz [28] 

Az A mxn méretű mátrix általánosított inverze alatt értjük az 

 A+ = Vp ∙ Sp
−1 ∙ Up

T (3.3.1.) 

nxm méretű mátrixot.  

Mivel 𝑆𝑝 egy diagonális mátrix, ezért inverze olyan diagonális mátrix, amelyben az 

eredeti mátrix diagonálisában szereplő számok reciprok értékei állnak. 

Az 𝐴+ mátrix onnan kapta az inverz nevet, mert rendelkezik az inverzre jellemző. 

 A ∙ (A+ ∙ A) = (A ∙ A+) ∙ A = A (3.3.2.) 

tulajdonsággal, „mintha” 𝐴+ ∙ 𝐴 és 𝐴 ∙ 𝐴+ is egység mátrix lenne. [28] 

Az (3.2.1.) alakú lineáris egyenletrendszer megoldását az általánosított inverz 

segítségével a szokásos módon kapjuk 

 x = A+ ∙ d. (3.3.3) 

1. Ha az A mátrix invertálható, akkor az inverzre 𝐴−1 = 𝐴+ teljesül. 

2. Ha az A mátrix oszlopainak rangja teljes, akkor az (𝐴𝑇 ∙ 𝐴) mátrix invertálható akkor 

is, ha esetleg A nem invertálható. Ilyen esetben (𝐴𝑇 ∙ 𝐴)−1 = 𝐴+ és ez egyezik az 

(3.2.1.) egyenletrendszer legkisebb négyzetes megoldásával. 

3. Van olyan eset, amikor az 𝐴𝑇 ∙ 𝐴 nem invertálható és ugyanakkor az általánosított 

inverz szolgáltat megoldást az (1) egyenletrendszerre.  

Visszatérve a Newton-módszer alkalmazására, melynek gátja ez esetben, hogy a (3.1.3.)-

as egyenletben szereplő J
-1

 nem létezik, a következő változtatással próbáltuk meg a módszert 

alkalmazni: 
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 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝑱+(𝑥𝑘) ⋅ 𝑭(𝑥𝑘), (k = 0,1,2...) (3.3.4.) 

ahol 

J
+
 a Jacobi-mátrix általánosított (Moore-Penrose) inverze, melyet a J mátrix szinguláris 

felbontásával állítottunk elő. 

 

3.4. Regularizáció 

[28] – [31] szerint a jól kondicionált (well-posed) feladatoknak a következő 3 feltételt 

kell kielégítenie: 

 a megoldás létezik, 

 egyetlen megoldás létezik, 

 a megoldás stabil. 

A vonatkozó szakirodalom többsége szerint [28] – [31] és a tapasztalataink szerint a 

fennálló numerikus matematikai inverz probléma rosszul feltett problémának (ill-posed 

problem) tekinthető, mely esetében matematikai szempontból a problémát az együttható 

mátrix szingularitása és kicsi sajátértékei jelentik. A mérési hibák létezése jelentős mértékben 

befolyásolja az alkalmazható numerikus egyenletrendszer megoldó módszerek 

hatékonyságát, így a klasszikus egyenletrendszer megoldási módszerek nem eléggé 

hatékonyak, stabil, a hibákra kevésbé érzékeny megoldás előállításához. Ezért ún. 

regularizációs módszerekhez kell folyamodnunk, ami azt jelenti, hogy az eredeti problémát 

illetve annak megoldását egy olyan problémával illetve annak megoldásával közelítjük, 

amely számottevően kevésbé érzékeny a hibákra. [31] 

A 3.3. fejezetben láttuk, hogy a szinguláris értékekre való felbontás miért nem bizonyul 

elég hatékony megoldásnak az (2.1.) egyenlet megoldására, ugyanis a problémát a J mátrix 

ranghiányos és túl sok kis értékű sajátértéke van. Ez alapján logikusan következik a 

legegyszerűbb regularizációs technika a Csonkított szinguláris felbontás (Truncated Singular 

Value Decomposition, TSVD) eljárás, melyet kis méretű egyenletrendszerek megoldására mi 

is sikeresen alkalmaztunk. 

 

Csonkított szinguláris felbontás (Truncated Singular Value Decomposition, TSVD) 

eljárás 

A csonkított szinguláris felbontás eljárás során a (3.2.10.) egyenlet szerint végrehajtott 

szinguláris értékekre való felbontást végezzük el, majd a (3.3.1.) szerint invertáljuk. A TSVD 

eljárás során a cél, hogy az S mátrix invertálásakor keletkező túl nagy, hibás értékeket 

kiszűrjük. [31] Az eljárás során egy tolerancia értéket adunk meg és ezzel módosítjuk az S 

mátrixot: [31] 

 𝑠𝑖,𝑗, ha 𝑠𝑖,𝑗 > 𝛼 

 𝑠𝑖,𝑗 = i = j (3.4.1.) 

 0, ha 𝑠𝑖,𝑗 < 𝛼 

Itt α a tolerancia érték. Az (1.26)-ból következik, hogy amennyiben α-t kicisre (azaz a 

numerikus számítások 0 közeli értékére választjuk), az S
-1

 mátrixban nem jelennek meg azok 

a nagy értékek, amelyek az általános inverz számításakor problémát jelentenek. A módszer 

elvéből fakadóan csökkent az invertálandó mátrix oszloprangját és mindemellett a 

sajátértékek kizárása olyan információhiányhoz vezet, ami pontatlanságot okozhat az 

egyenletrendszer megoldásában. 
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Ezt figyelembe véve kísérletet tettünk a TSVD módszer alkalmazására, de a 

teszteredményeink alapján arra jutottunk, hogy az egyenletrendszer megoldása során olyan 

mértékű pontosságra van szükség, amely nem engedi meg, hogy az ily módon kiszűrt 

értékeket figyelmen kívül hagyjuk. A módszer alkalmazhatóságát tovább nehezíti, hogy az α 

korrekciós tényező pontos értéke igen fontos. Ennek meghatározása azonban igen nagy 

problémákba ütközik, ugyanis ez próbálkozással hajtható végre. [31] A vonatkozó irodalom 

azt javasolja, hogy több különböző α értékkel oldjuk meg az egyenletrendszert, majd 

válasszuk ki azt, amellyel kapott eredmények a legközelebb állnak a valósághoz. [31] 

Mindezt figyelembe véve úgy döntöttünk, hogy a TSVD eljárás nem alkalmas arra, hogy 

alkalmazzuk a mi esetünkben felmerülő inverz probléma megoldására, ezért más 

regularizációs technikákat kerestünk. 

 

Tikhonov-féle regularizáció 

A regularizáció célja (hasonlóan a TSVD-hez), hogy az S mátrix kis értékeinek hatását 

csökkentsük, de olyan módon, hogy minimalizáljuk az információvesztést, tehát csökkentsük 

az invertálandó mátrix oszloprangját. A Tikhonov-féle regularizáció általános alakja a 

(3.2.1)-re felírva: 

 𝑥𝜆 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 {‖𝑨𝑥 − 𝑏‖
2

2
+ 𝜆2‖𝑳(𝑥 − 𝑥∗)‖

2

2
} (3.4.2.) 

ahol 

 λ a regularizációs paraméter 

 𝑥𝜆a megoldásvektor optimális λ esetében 

 ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2
2 az (1.12) egyenletrendszer reziduál normája 

 ‖𝐿(𝑥 − 𝑥∗)‖
2

2
 a megoldás szeminormája egy 𝑥∗ első közelítésű megoldás 

figyelembevételével 

 

A (3.4.2)-ből látható, hogy a regularizáció azt követeli meg, hogy az ‖𝐿(𝑥 − 𝑥∗)‖
2

2
, azaz 

a megoldás Euklédeszi normája kicsi legyen (‖𝑥‖
2
→ 0). A szakirodalom szerint [4], mivel 

az esetek többségében a megoldásról nem áll elegendő információ a rendelkezésünkre, ezért a 

(3.4.2.)-be 𝑳 = 𝑰I-t (egyeségmátrix) és 𝑥∗esetében nullvektorból indulunk ki (elhagyjuk). Így 

az (3.4.2.) a következőképpen egyszerűsödik: 

 𝑥𝜆 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 {‖𝑨𝑥 − 𝑏‖
2

2
+ 𝜆2‖𝑥‖

2

2
} (3.4.3.) 

A (3.4.3.)-ból jól látszik, hogy a Tikhonov-féle regularizáció célja egyensúlyt találni az 

egyenletrendszer reziduál normájának (hibájának) minimális értéke és a megoldás 

normájának minimális értéke között. Az egyensúlyt a λ regularizációs paraméter teremti meg, 

ebből fakadóan a megfelelő értékű λ paraméter megválasztása létfontosságú a regularizáció 

során amellett, hogy a paraméter értéke egyáltalán nem triviális. 

A λ paraméter hatása lényegében az S mátrix invertálása során jelentkezik. Ekkor 

ugyanis az S
-1

 mátrix főátlójában a reciprok képzést a következő „szűrő 

függvénnyel”korrigáljuk [30]: 

 𝑓𝑖,𝑗 =
𝑠𝑖,𝑗

2

𝑠𝑖,𝑗
2+𝜆2

 (3.4.4.) 
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A (3.4.4.) képletben látszik, hogy amennyiben si,j >> λ, fi,j ≈ 1 és amennyiben si,j << λ, fi,j 

≈ 0. Ez azt jelenti, hogy ez a „szűrő függvény” az invertálandó mátrix saját értékeinek a 

reciprokét úgy módosítja, hogy e két szélső érték között monoton változzanak. Így 

gyakorlatilag az eddig ismertetett módszerek közül ez esetben veszítjük el a legkevesebb 

információt úgy, hogy mindemellett közelítjük az egyenletrendszer megoldását. 

A módszer alkalmazásának legnagyobb nehézségét a helyes λ paraméter értékének 

megválasztása jelenti. Ezt ugyanis részben próbálgatással, illetve grafikai úton határozzuk 

meg. [31] Amennyiben a ‖𝑨𝑥 − 𝑏‖
2
 reziduál norma értékének függvényében log-log 

diagramon ábrázoljuk a megoldás ‖𝑥‖
2
 normáját, különböző λ értékek figyelembe vételével, 

a következőt kapjuk: 

 

 

3.4.1.ábra 

L-görbe [4] 

 

A 3.4.1. ábrán látható, hogy a kirajzolódó görbe (ill-posed jellegű problémák esetében) 

mindig L alakú, amiből a nevét is kapta: L-görbe. Az L-görbéből állapítható meg az optimális 

λ paraméter érték, amely esetében mind a reziduál norma, mind pedig a megoldás normája 

minimális, azaz az L-görbe sarokpontjában (vagy annak közelében). 

A Tikhonov-féle regularizációs eljárásra épített iterációs algoritmus legnagyobb 

hátránya, hogy minden iterációs lépésben (amennyiben szükséges) több százszor meg kell 

oldani az egyenletrendszert, hogy az optimális λ értéket megtaláljuk. 

 

4. A PROGRAM MŰKÖDÉSE ÉS ESETTANULMÁNYOK 

Az egyenletrendszer megoldásához iteratív módszert választottunk (Newton-módszer), 

ami kapcsán azt feltételeztük, hogy az optimalizálandó függvény az  iteráció lépései 

környezetében lineáris. Az egyenletrendszer Jakobi mátrixa azonban szinguláris mátrix, így 

az invertáláshoz a Tikhonov-regularizációt használtuk. Az optimalizáló algoritmust nem saját 

magunk programoztuk, hanem az ingyenes Regtools MatLab Toolbox-ot használtuk. ([32], 

[33], [34]) 

A kód futtatása során bemeneti adatként a következőkel kell megadnunk: 

1. Gráf adatai: 

 N_shells (a héjak száma, j): jelenleg értéke 2 lehet, 

 N_electrodes (az elektródák száma, i): értéke 8, 16, 32, 64, .... (2 hatványok), 

2. Adatgyűjtés adatai: 

 freq: az adatgyűjtés frekvenciái, 
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 GNDPos: az adatgyűjtő rendszer generátor földpontjának pozíciói, 

 GENPos: az adatgyűjtő rendszer generátor melegpontjának pozíciója, 

 Soutce_current (a gerjesztőáram értéke), 

3. Zajgenerálás: (fehér zaj) 

 add_noise (zaj hozzáadása az R0 és C0 értékekhez): értéke 0, vagy 1 lehet 

(amennyiben 1et írunk be, a script hozzáadja a generált fehér zajt), 

 r_perc: a relatív hibájának értéke az R0 adatsorhoz adva, 

 c_perc: a relatív hibájának értéke a C0 adatsorhoz adva, 

4. Az egyenletrendszer megoldó algoritmus paraméterei: 

 R0, C0: a nemlineáris egyenletrendszer megoldó algoritmusának kezdeti 

értékei, 

 err_goal: a közelítés legnagyobb hibája (a hiba az iteráció aktuális 

egyenletrendszere esetében az egyenletek összege) 

 rel_err_goal: az egymás utáni iiterációs lépések hibájának relatív eltérése. 

A paraméterek megadása (a megkötéseken kívül) teljes mértékben szabadon a 

felhasználó által definiálható, így az algoritmus rugalmasan alkalmazható a fizikai 

modelleken történő validálások során. Bár az algoritmus jelenleg a Sheffield-módszerre, mint 

adatgyűjtési stratégiára van optimalizálva, de ezen kívül a felhasználó definiálhat más 

adatgyűjtési módokat. A fehér zaj hozzáadásával a megoldó algoritmus stabilitását lehet 

vizsgálni. 

A fent felsorolt paraméterek megadása után futtatható a program, amely futás során a 

következő fejezetben részletezett műveleteket végzi el. 

Az algoritmus működését a következő folyamatábra foglalja össze (4.1. ábra): 
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4.1.ábra 

Az inverz probléma megoldó algoritmus folyamatábrája 

 

Mint az a 4.1. ábrán is látszik, a program jelenleg szimuláció futtatására alkalmas. Így 

két fő programrészből épül fel: 

1. Szimulációs fázis: amely lényegében a kezdeti értékek: R0 és C0, valamint a 

kezdeti értékekhez tartozó egyenletrendszer előállítására szolgál, célja az iteráció 

indításához szükséges információ előállítása, 

2. Analízis: feladata a mérési adatokkal módosított és a kezdeti feltételekkel kapott 

egyenletrendszer optimalizálása. 

A Szimulációs fázis lépései: 

1. A struktúra paramétereinek inicializálása: az input paraméterek figyelembe vétele, 

2. A struktúrát reprezentáló branch – node mátrix létrehozása: a program előállítja a 

felhasználó által definiált gráf-struktúrához tartozó A mátrixot, 

3. Admittancia kezdeti értékek megadása: az R0, C0 és freq paraméterek segítségével 

kiszámítja az Y mátrix értékeit, 
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4. A szimuláció paramétereinek megadása: az input paraméterek közül a freq, 

GNDPos és GENPos figyelembe vétele, 

5. Szimuláció: az előző pontokban összegyűjtött adatok segítségével az megoldása bv


-re. 

Az Analízis programrész lépései: 

6. Admittancia értékek módosítása: szimuláció esetében itt kell definiálni azt az R és 

C eloszlást, melyet rekontruálni szeretnénk 

7. Szimuláció: az előző pontban definiált R és C értékekkel helyettesített 1.3. 

fejezetben leírtak alapján összeállított (2.1) alakú  lineáris egyenletrendszer 

megoldása bv


-re, 

8. A nemlineáris egyenletrendszer felépítése: az 5. lépésben előállított 

egyenletrendszer adatainak módosítása a 7. pontban kapottakkal, 

9. A Jacobi-mátrix felépítése: az egyenletrendszer megoldó algoritmus megköveteli 

az egyenletrendszer Jacobi-mátrixának definiálását, ami a mi esetünkben nem 

közelítéssel, hanem explicit történik, 

10. Tikhonov-regularizáció és iterációs lépés: 

a. a Tikhonov-regularizáció során az egyenletrendszert kétszászor oldja meg az 

algoritmus különböző λ érték esetében, majd meghatározza az L-görbe 

sarokpontjához tartozó, optimális λ értéket, 

b. a kapott λ érték segítségével módosítja a változók vektorát ( x ) 

11. Hibakritérium vizsgálata:  

a. megfelel: kilépés és eredmények megjelenítése, 

b. nem felel meg: a megoldás vektort ( x ) visszahelyettesíti a 9. pontban 

kialakított egyenletrendszerbe, majd belép az iteráció következő lépésébe. 

 

4.1 Hibaanalízis 

A kód lefutása után, azaz a nemlineáris egyenletrendszer optimalizálásának 

végeredményként a felépített gráf struktúra ágain levő ellenállás és kondenzátor értékeket 

kapjuk. A gráf struktúrától függően előfordulhat, hogy nagy számú végeredményt kell 

áttekinteni, ezért célszerűnek találtuk a végeredmények grafikus ábrázolását. Ezért a program 

lefutása után a következő diagramok jelennek meg: 

1. a legutolsó iterációs lépés L-görbéje, 

2. R on Branches: ellenállás értékek ábrázolva a gráf ágainak sorszáma függvényében 

(a szimulációhoz használt és az analízis során számított értékek is) 

3. C on Branches: kondenzátor értékek ábrázolva a gráf ágainak sorszáma 

függvényében (a szimulációhoz használt és az analízis során számított értékek is) 

4. Relative Error in R: a szimulációhoz használt (R) és az analízis során számított 

ellenállás Rsz értékek relatív hibája, a következőképpen számolva: 

   
R

RR
100%h sz

   (4.1.1) 

5. Relative Error in C: a szimulációhoz használt (C) és az analízis során számított 

ellenállás Csz értékek relatív hibája, a következőképpen számolva: 

  
C

CC
100%h sz

  (4.1.2) 

A futtatás után megjelenő ábrákról könnyen és gyorsan megállapítható, hogy a megoldás 

mennyire felel meg a felhasználó elvárásainak. 
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4.2 Esettanulmányok 

A mérési stratégia mindegyik példa esetében az ún. Sheffield-módszert követik. Az 

eredmények a Megrendelő hardware/software rendszerén futtatott eredményekből lettek 

generálva. 

Az első esettanulmányban alkalmazott gráf a következő: 

 

 
4.2.1.ábra 

Az első esettanulmányban alkalmazott gráf 

 

A betáplált adatok: 

 a mérési frekvenciák = 6,28·10
-4

,6,28, 6,28·10
4
 

 az alkalmazott gerjesztőáram amplitúdója 1 µA 

 a hozzáadott zaj értéke 0 % 

Az optimalizáció eredményeit a következő két ábra mutatja: 

 

 
4.2.2.ábra 

Az elméleti (piros) és a rekonsruált (kék) ellenállás értékek a 4.2.1. ábrán szemléltetett gráfra 
vonatkozóan 
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4.2.3.ábra 

Az elméleti (piros) és a rekonsruált (kék) ellenállás értékek a 4.2.1. ábrán szemléltetett gráfra 
vonatkozóan 
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A relatív hiba eloszlás a következő: 

 
 

 
4.2.4.ábra 

A rekonsruált ellenállás értékek relatív hibája (2.1) képlet alapján, a 4.2.1. ábrán szemléltetett 
gráfra vonatkozóan 

 

 

 
4.2.5.ábra 

A rekonsruált ellenállás értékek relatív hibája (2.2) képlet alapján, a 4.2.1. ábrán szemléltetett 
gráfra vonatkozóan 

 

Az eljárás 24 lépésből konvergált, a hiba értéke: 1.5651·10
-15

, a futási idő: 2.550041 s. 

Az egyenletek száma: 384, míg az ismeretlenek száma: 296. A fenti ábrákból is látható, hogy 

a rekonstrukció sikeres, a visszaállított R és C értékek relatív hibája 2% alatt van. 

A második esettanulmány esetében egy 16 elktródás gráfot választottunk, amelyek a 

következő ábra szemléltet: 
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4.2.6.ábra 

A második esettanulmányban alkalmazott gráf 

 

A betáplált adatok: 

 a mérési frekvenciák = 6,28·10
-4

,6,28, 6,28·10
4
 

 az alkalmazott gerjesztőáram amplitúdója 1 µA 

 a hozzáadott zaj értéke 1 % 

Az optimalizáció eredményeit a következő két ábra mutatja: 

 

 
4.2.7.ábra 

Az elméleti (piros) és a rekonsruált (kék) ellenállás értékek a 4.2.6. ábrán szemléltetett 
gráfra vonatkozóan 
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4.2.8.ábra 

Az elméleti (piros) és a rekonsruált (kék) ellenállás értékek a 4.2.6. ábrán szemléltetett 
gráfra vonatkozóan 

 

A relatív hiba eloszlás a következő: 

 

 
4.2.9.ábra 

A rekonsruált ellenállás értékek relatív hibája (2.1) képlet alapján, a 4.2.6. ábrán szemléltetett 
gráfra vonatkozóan 
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4.2.10.ábra 

A rekonsruált ellenállás értékek relatív hibája (2.2) képlet alapján, a 4.2.6. ábrán szemléltetett 
gráfra vonatkozóan 

 

Az eljárás 39 lépésből konvergált, a hiba értéke: 1.1378·10
-16

, a futási idő: 136.783070 s. 

Az egyenletek száma: 1536, míg az ismeretlenek száma:976. A fenti ábrákból is látható, hogy 

a rekonstrukció sikeres, a visszaállított R és C értékek relatív hibája 6% alatt marad. A zaj 

hozzáadása nem volt jelentős hatással a végeredményre. 

 

5. ÖSSZEGZÉS 

 

Az eddigi fejezetekben leírtak alapján jelenleg egy olyan algoritmus készül, mely a 

képrekonstrukció során felmerülő inverz probléma megoldásához szükséges 

egyenletrendszert állítja elő. Az algoritmus szándékaink szerint teljesen univerzális, ami azt 

jelenti, hogy bármekkora elektródaszám és héj darabszám esetében képes összeállítani a 

megoldandó egyenletrendszert és megoldani azt. 

A számítási algoritmus fejlesztésével a következő irányokban léphetünk tovább: 

1. szakirodalmazás segítségével kiválasztjuk azokat a matematikai eljárásokat, 

melyek alkalmasak az ilyen egyenletrendszerek megoldására (algoritmus 

gyorsításának és robusztusságának növelése), 

2. az algoritmust ki kell egészítenünk a képalkotáshoz szükséges elvi és 

matematikai alapokkal, valamint azok algoritmikus megvalósításával, 

3. a matematikai modellt úgy kell megalkotnunk, hogy az tényleges fizikai modell 

megoldására legyen alkalmas (peremfeltételek definiálása, mérési stratégiák 

kiválasztása stb.) 

4. a megvalósított algoritmust fizikai modellen validáljuk. 
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