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UJ MEGKOZELITESU ELEKTROMOS IMPEDANCIA TOMOGRAFIAS
REKORNSTRUKCIOS ALGORITMUS ALTALANOSITASA
TETSZOLEGES MERETU HALOZATRA

Kutatocsoportunk a moédszer megvaldsitdsdnak egy 0j nézdpontjat vizsgalja. Ennek
kovetkeztében a vizsgalt, kontinuumnak tekinthetd, anyagot koncentralt paraméterti, linearis
halozatként modellezziik. Cikkiinkben sikeriilt altalanositani a matematikai modellt olyan
mértékben, hogy az anyag dielektromos allanddjat (azaz koncentrdlt paraméter parjat a
kapacitast) is figyelembe vegye. Igy annak ellenére, hogy jelentésen megnéoveltiik az
ismeretlenek szdmat a modellben lehetdséget teremtettilk a multifrekvencids megkozelités
alkalmazasara, aminek kovetkeztében az optimalizalt egyenletrendszer mindig talhatarozott
marad. Jelen cikkiinkben az optimalizald eljaras altalanositott valtozatat mutatjuk be, amely
esetében a képalkotds felbontdsat a graf paramétereinek definidldsaval allithatjuk be. A
modell hatékonysagat szimulaciokkal tdmasztjuk ala. Vizsgaltuk a rekonstrukcié mitkodését a
hasznalt adatstruktirakhoz vald zaj hozzdadéasaval. Cikkiinkben bemutatjuk, hogy az 1%-0s
zaj sincs szdmottevo hatassal a rekonstrukciora.

1. BEVEZETES

Az eddigiekben Maple szoftvert hasznaltunk az inverz probléma megold6 algoritmus
fejlesztéséhez, amely szimbolikus matematikai eljardsok programozésat teszi lehetdvé. Ez
kutatasi célokra kitlinden alkalmas, azonban hatranya, hogy igy a nagyméretii
egyenletrendszerek megoldasa igen lassi és nehézkes. Ebbdl fakadodan kizardlag a kisebb
halozatok, melyek kisebb méreti egyenletrendszereket reprezentalnak, oldhatok meg ezzel a
programmal.

A konkrét alkalmazds azonban (a felbontds-novelés miatt) Iényegesen nagyobb
egyenletrendszerek megoldasat indokolja, igy a Maple-ben torténd fejlesztés helyett attértiink
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a Matlab alatt torténd programozasra. Ennek segitségével 1ényegesen gyorsabb eljarashoz
jutunk, amellett hogy egy teljesen 0j matematikai algoritmust kell leprogramoznunk. Igy a
szimbolikus eljardsban hasznalt megolddsokat nem iiltethetjiik at a Matlab programban,
hanem teljesen j megkdzelitésben, numerikusan kell az algoritmust megfogalmazni. Az
ehhez sziikséges matematikai alapokat dolgoztuk ki az el6zd félévben, majd ezt folytatva
kisérleteket tettink az ilyen moddon kialakitott egyenletrendszer megoldasara. A
kovetkezOkben a kisérletekhez felhasznalt numerikus algoritmusokat mutatjuk be.

Az EIT kiértékelési algoritmusainak elméleti hatterével foglalkozo szakirodalmak
mennyisége igen jelentds abbol fakadoan, hogy a roncsolasmentes eljarast igen széles korben
hasznljak. Beszdmolonkban igyekeztiink azokat megjelentetni, melyek valamilyen modon
hasznunkra valtak. Ezek a [1] — [27].

Az EIT mérés alapvet6 parcialis differencial egyenlete képezi a kiértékelés alapjat: [2]

V.oVé=0 (1.1)

Ez az elektromossagtanban Poisson-egyenletként ismert és abban az esetben, ha a
vezetOképesség a helytdl fliggetlen, azaz homogén, izotrop kozegben, Laplace-egyenletre
egyszerisodik: [2]

Ag=0 (1.2)

Mind a Poisson-, és a Laplace-egyenlet megoldhaté az Gn. Dirichlet-, és Neumann-
peremfeltételek, vagy mindkett6 egyidejii megadasaval. [2]

A megoldashoz tobbféle matematikai modszer all a rendelkezésre. Ilyenek a véges elem
modszer (FEM, Finite Element Method, [2]), a peremelem mddszer (BEM, Boundary Elemnt
Method, [3]), a véges differenciak modszere (FD, Finite Differences) stb.

A mérés sordn a legfobb célunk, hogy az (1.1) egyenletben szerepld, helytdl fliggd
vezetoképességet hatarozzuk meg. Erre kiilonb6z6 inverz probléma megoldasi modszerek
allnak a rendelkezésiinkre: [4]

— LBP: linear back projection (,,linearis visszavetités”)
— nem linearis modszerek,
— heurisztikus (empirikus) modszerek.

Az EIT mérések a mérési geometria szempontjabol két {6 csoportra oszthatoak fel:

1. ha a foldfelszinen helyezziik el az elektrédakat, végtelen féltérrel modellezhetjiik
az adott szituaciot;

2. ha élo fara helyezziik el az érzékeldket egy kor mentén, zart geometriaval, korrel
modellezhetjiik a mérést.

2. AZ ALGORITMUS ALTAL KIALAKITOTT EGYENLETRENDSZER

A képrekonstrukcio altal jelentett inverz probléma megoldasa 1ényegében a kovetkezd,
az (1.1) egyenlet és a sziikséges peremfeltételek diszkrét valtozatat jelentd, egyenletrendszer
megoldasat jelenti, amelyben ismeretlenck a vezetoképesség (Gp) és kapacitas (Cp) matrix
elemei, illetve a mért potencial vektor (¥;,) nem peremen vett elemei:

ATGb'l_;b +](IJ(ATCb'l_7)b) - ?g =0 (21)

A (2.1) egyenletben ismerjiik a graf él-cstics incidencia matrixat (AT), a korfrekvenciat
(w), valamint a gerjesztéaram vektort (ig), valamint j az imaginarius egység. Igy a
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megoldand6 egyenletrendszer kvadratikus (nem lineéris), hiszen az egyes dgakon értelmezett
admittancia ¢és fesziiltség értékek szorzatai jelennek meg.

A (2.1) egyenletrendszer csak egy adott generator pozicido és gerjesztdjel frekvencia
esetében irhatd fel. Amennyiben egy masik generator poziciot, vagy egy masik gerjesztdjel
frekvenciat alkalmazunk, egy ujabb egyenletrendszert kell felirnunk. Ebbdl kovetkezik, hogy
a teljes egyenletrendszer, amelynek megoldasa jelenti a képrekonstrukcié soran jelentkezd
inverz problémat,

eq = n-1)- Ner * Mmeas (22)

ahol

n a graf csomopontjainak szama

Ng @ mérés soran alkalmazott gerjesztojel frekvencidk szama
Nmeas @ MErés soran alkalmazott generator pozicidok szama

3. EGYENLETRENDSZER MEGOLDO ALGORITMUSOK - NEM LINEARIS
OPTIMALIZALAS

Mivel a (2.1.) egyenletrendszer nem linearis egyenletrendszer, ezért annak megoldasara
(még ha talhatdrozott is), a kovetkezd, széles korben haszndlt algoritmusok hasznalataval
probalkoztunk:

1. Newton-mddszer
2. Singular Value Decomposition (szingularis értékekre valod felbontas)
3. Regularizacié

A vonatkozé szakirodalmat ([28]) tanulmanyozva ezeket talaltuk az ilyen jellegi
matematikai problémak megoldasanak a legszélesebb korben hasznaltnak, igy ezeket
tekintjiik végig a kdvetkezdkben.

3.1. A Newton-modszer

Legyen F:E"— RE™, az F vektor elemei legyenek az
f1(x), f2(x), f3(x), fa(x),... fm(x) figgvények. Az F(x) = 0 egyenletrendszer esetén a
Newton-modszer alakja [29]

xk+1 = xk _]_1(xk) . F(xk), (k = 0,1,2) (311)

ahol
Xr4+1 @ megoldasvektor az iteracio k+1-edik 1épésében
X a megoldasvektor az iteracid k-adik 1€pésében
J(x;) az egyenletrendszer Jacobi-matrixa az Xy helyen:

J= ["f—(") ' (3.12)

aX]‘ i,j=1

A Newton-modszer iterativ numerikus optimalizalo algoritmus, melyet széles korben
alkalmaznak nem-linearis egyenletrendszerek megoldasanak kereséséhez. A modszer elényei
kozé tartozik, hogy (amennyiben az egyenletrendszer Jacobi-matrixa invertalhato),
egyszerlien programozhatd és meredek (altaldban) négyzetes konvergenciaval rendelkezik a
kozelités sorozata [29].
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A Newton-moddszer alkalmazasa a kdvetkezdképpen torténik:
1. k=0 esetben kiszamitjuk a kdvetkezd egyenletet:

Xy = xo —J (%) - F(x,) (3.13)

ahol
a kezdeti értékeket tartalmazé vektor
a megoldasvektor, mely az iteracio kovetkezo 1épésnek kertil atadasra

2. k=1 esetben is kiszamitjuk a kdvetkez6 egyenletet:
xp =% —J 7 (xy) - F(xy) (3.1.4)

3. majd ezt addig ismételjiik, mig az altalunk definialt leallasi feltétel teljesiil, ekkor
az algoritmus kilép az iteraciobol

Az iteraci6 soran kialakul6 vektor sorozat az egyenletrendszer megolddsdhoz konvergal.
A konvergenciat tobb modon mérhetjiik, ami alapjan a leallasi feltételt definidlhatjuk. Példaul
a mi esetiinkben a kovetkez6 leallasi feltételt definialtuk: [30]

otk s1 — xiell, < € (3.1.5.)

ahol
¢ a felhasznalo altal definidlt hibahatar (leallasi feltétel)
||-]|,az Euklédeszi norma, ami az x vektor ,,hosszat” jelenti:

xll, = [X%, %} (3.16.)

A Newton-mddszer hatranyai koz¢ tartozik, hogy mivel egy olyan optimalizalo eljaras,
amely altalaban négyzetesen konvergal, nagyon gyors konvergenciaval talalja meg az
optimalizalando fiiggvény minimumét. Igy a megtalalt minimum matematikailag elégiti ki a
megoldand6 egyenletrendszert, azonban a mi esetiinkben a megtalalt minimum nem csak
matematikailag kell, hogy kielégitse az egyenletrendszert, hanem fizikailag is helyesnek kell
lennie. Ez sajnos csak abban az esetben teljesiil, ha az Xo kezdeti érték elég kozel van az
egyenletrendszer megoldasahoz. [29] Ez jelenti a modszer alkalmazhatosaganak legnagyobb
korlatjat, azaz mieldtt belekezdenénk az optimalizalasba mar rendelkezniink kell priori
ismeretekkel a rekonstrualando belsdé anyagszerkezetrdl.

A méréskiértékeld algoritmus esetében kisérletet tettink a Newton-modszer
alkalmazasara, azonban sikertelen volt, ugyanis az altalunk felépitett egyenletrendszer,
Jacobi-matrixa nem invertalhaté. Igy egy masik matematikai modszerrel kellett kiegésziteni
az algoritmust.

3.2. Matrixok szingularis felbontasa és altalanositott inverze [28]

Az elektromos impedancia tomografia (EIT) és az impedancia spektroszkopia eljaras is a
Newton-iteracio alkalmazéaséaval olyan

A-x=b (3.2.1)
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linedris egyenletrendszer megoldasara vezet, amelyekben az A matrix rang-hianyos
¢s/vagy rosszul kondicionalt. A probléma analizisét a matrixok szingularis értékek szerinti
felbontasaval (Singular Value Decomposition, SVD) lehet megvilagitani.

Alljon az (3.2.1.) linearis egyenletrendszer A métrixa m sorbdl és n oszlopbdl. Az A
matrixot tekinthetjik ugy is, mint egy linearis leképezés az R™ vektortérb6l az R™
vektortérbe. A modell mérési adataibol kapjuk a jobb oldali d € R™ adatvektort, ezért az R™
teret az adattérnek is nevezziik. Az A matrixot egylittesen hatdrozza meg a modell és a mérés.
A Kkeresett x € R™ vektor az EIT modellben példaul az a striiségi térkép, amelyet az EIT
keres. Ezért az R™ vektorteret modell térnek nevezziik.

Tetszbleges m és n esetén A felbonthat6 alabbi formaban matrixok szorzatara [28]

A=U-S-VT (3.2.2)

ahol VT a V matrix transzponaltja (komplex esetben még konjugalni is kell).

A felbontasban

— U egy m X m méretli ortogonalis matrix, melynek oszlop vektorai az R™ adattér
ortogonalis és normalt bazisat alkotjak.

— V egy n X n méretli ortogonalis matrix, melynek oszlop vektorai az R™ modell tér
ortogonalis és normalt bazisat alkotjak.

— S egy m X n méretli diagonalis matrix nem negativ diagonalis elemekkel, melyeket
szingularis értékeknek neveziink.

Az U és V matrixok eldallitasahoz nézziik meg a tulajdonsagaikat. Az U és V matrixok

ortogonalis matrixok, ami azt jelenti, hogy inverziik a transzponaltjuk

U™ U=Ip, VT-V=1, . (3.2.3)

Vegyiik a V matrix i-ik V.; oszlop vektorat. (A sor index helyén a pont jeldli azt, hogy az
Osszes sort kell venni!) Az ortonormaltsag azt is jelenti, hogy

VT . V-,i = €4, (i=1,2,. ..,n) (3.2.4.)

Ahol e; vektor az i-ik egységvektort jeloli, melynek minden koordinataja 0 kivéve az i-ik
pozicid helyet, ahol 1 all. Ahonan

A-V;=(U-S-VI).v; = U-S-(VT-V.,i) =U-S-e;=5s;-U; (3.25.)
hasonl6an
AT-U;=(-ST-U")-U;=V-ST-¢;=5;"V; (3.26)
Szamoljuk az AT - A és A - AT szimmetrikus matrixok sajatvektorait és sajatértékeit
(AT-A)-V;=AT-(A-V;)=s;-AT-U; =572V, (3.2.7)
A-AT)-U;=A-(AT-U;) =s;-A"V;=52-U; (3.2.8))
Tehat a szingularis értékeket ugy kapjuk, hogy vagy az AT - A vagy az A - AT matrix

sajatértékeibdl négyzetgyokot vonunk. (A két matrix sajatértékei ugyanazok és nem-
negativok.) Tovabba az U matrix oszlopvektorait gy kapjuk, hogy az A - AT szimmetrikus
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matrix sajatvektorait ortonormaljuk. Hasonléan a VT matrix oszlopvektorait ugy kapjuk,
hogy az AT - A szimmetrikus matrix sajatvektorait ortonormaljuk.
Jelolje p az A matrix pozitiv szingularis értékeinek szamat

S1 =Sy =28, >0 =551 = = Spinm) =0 (3.2.9)

Ekkor bontsuk fel az S diagondlis matrixot blokkokra. A bal fels6 pxp méretii diagonalis
matrixot jelolje S,

s=>» 9
0 0

Bontsuk fel az U és a VT matrixokat gy blokkokra, hogy az elsé p oszlopvektort
jeloljiik U, és V, -vel

S, 0 T S, 0 T
[ULU;, ..., U] [ P ] [ViVa, o, V| = [Up,Uo] [ P ] [Vvivo]
0 0 0 0
Ekkor az A métrix U - S - V7 szingularis felbontésat irhatjuk
A=U, S, V" (3.2.10)

tomorebb formaban, ahol U, mxp, S, pxp €s V,, nxp méretli matrix.
Most mar készen allunk arra, hogy definidlni tudjuk az A matrix altaldnositott inverzét.

3.3. Moore-Penrose-féle altalanositott inverz [28]

Az A mxn méretli matrix altalanositott inverze alatt értjiilk az
At =V,-S,7t-U," (33.1)

nxm meéretll matrixot.

Mivel S, egy diagondlis matrix, ezért inverze olyan diagonalis matrix, amelyben az
eredeti matrix diagonalisaban szereplé szamok reciprok értékei allnak.

Az A* matrix onnan kapta az inverz nevet, mert rendelkezik az inverzre jellemzd.

A-(A*-A)=(A-A")-A=A (3.3.2)

tulajdonsaggal, ,,mintha” A* - A és A - A" is egység matrix lenne. [28]
Az (3.2.1) alaka linearis egyenletrendszer megoldasat az altalanositott inverz
segitségével a szokasos modon kapjuk

x = A*-d. (3.3.3)

1. Ha az A matrix invertalhato, akkor az inverzre A~ = A™ teljesiil.

2. Ha az A matrix oszlopainak rangja teljes, akkor az (AT - A) matrix invertalhaté akkor
is, ha esetleg A nem invertalhato. Ilyen esetben (AT - A)™1 = A* és ez egyezik az
(3.2.1.) egyenletrendszer legkisebb négyzetes megoldasaval.

3. Van olyan eset, amikor az AT - A nem invertalhaté és ugyanakkor az altalanositott
inverz szolgaltat megoldast az (1) egyenletrendszerre.

Visszatérve a Newton-modszer alkalmazasara, melynek gatja ez esetben, hogy a (3.1.3.)-

as egyenletben szerepld J?' nem létezik, a kovetkezé valtoztatassal probaltuk meg a modszert
alkalmazni:
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Xpe1 = X —J () - F(xp), (k=0,1,2...) (3.34)

ahol
J* a Jacobi-matrix altalanositott (Moore-Penrose) inverze, melyet a J matrix szingularis
felbontasaval allitottunk elo.

3.4. Regularizacié

[28] — [31] szerint a jol kondicionalt (well-posed) feladatoknak a kovetkezé 3 feltételt
kell kielégitenie:

— amegoldas létezik,

— egyetlen megoldas létezik,

— amegoldas stabil.

A vonatkozé szakirodalom tobbsége szerint [28] — [31] és a tapasztalataink szerint a
fennall6 numerikus matematikai inverz probléma rosszul feltett problémanak (ill-posed
problem) tekinthetd, mely esetében matematikai szempontbol a problémat az egyiitthatd
matrix szingularitasa és kicsi sajatértékei jelentik. A mérési hibak létezése jelentés mértékben
befolyasolja az alkalmazhaté numerikus egyenletrendszer megoldd mddszerek
hatékonysagat, igy a klasszikus egyenletrendszer megoldasi modszerek nem eléggé
haté¢konyak, stabil, a hibdkra kevésbé érzékeny megoldas eldallitasdhoz. Ezért 1n.
regularizaciés modszerekhez kell folyamodnunk, ami azt jelenti, hogy az eredeti problémat
illetve annak megoldasat egy olyan probléméval illetve annak megoldasaval kozelitjiik,
amely szamottevoen kevésbé érzékeny a hibakra. [31]

A 3.3. fejezetben lattuk, hogy a szingularis értékekre vald felbontds miért nem bizonyul
elég hatékony megoldasnak az (2.1.) egyenlet megoldasara, ugyanis a problémat a J matrix
ranghianyos és tual sok kis értékll sajatérteke van. Ez alapjan logikusan kovetkezik a
legegyszerlibb regularizacios technika a Csonkitott szingularis felbontds (Truncated Singular
Value Decomposition, TSVD) eljarés, melyet kis méretii egyenletrendszerek megoldasara mi
is sikeresen alkalmaztunk.

Csonkitott szingularis felbontas (Truncated Singular Value Decomposition, TSVD)
eljaras

A csonkitott szingularis felbontas eljaras soran a (3.2.10.) egyenlet szerint végrehajtott
szingularis értékekre valo felbontast végezziik el, majd a (3.3.1.) szerint invertaljuk. A TSVD
eljaras soran a cél, hogy az S matrix invertdldsakor keletkezd til nagy, hibas értékeket
kisztirjiik. [31] Az eljarés soran egy tolerancia értéket adunk meg és ezzel modositjuk az S
matrixot: [31]

Si']', ha Si,j >a
Si,j = i :j (341)
0, ha Si,j <a

Itt o a tolerancia érték. Az (1.26)-bol kdvetkezik, hogy amennyiben o-t Kicisre (azaz a
numerikus szamitasok 0 kozeli értékére vélasztjuk), az S™ matrixban nem jelennek meg azok
a nagy értekek, amelyek az altalanos inverz szamitdsakor problémat jelentenek. A modszer
elvébdl fakaddan csokkent az invertdlandd matrix oszloprangjat és mindemellett a
sajatértékek kizardsa olyan informdcidohianyhoz vezet, ami pontatlansdgot okozhat az
egyenletrendszer megolddséaban.
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Ezt figyelembe véve kisérletet tettink a TSVD modszer alkalmazéasara, de a
teszteredményeink alapjan arra jutottunk, hogy az egyenletrendszer megolddsa soran olyan
mértékli pontossagra van sziikség, amely nem engedi meg, hogy az ily mddon kiszlrt
értékeket figyelmen kiviil hagyjuk. A méddszer alkalmazhatosagat tovabb neheziti, hogy az o
korrekcios tényezd pontos értéke igen fontos. Ennek meghatdrozasa azonban igen nagy
problémakba litkdzik, ugyanis ez probalkozassal hajthato végre. [31] A vonatkoz6 irodalom
azt javasolja, hogy tobb kiilonbozé o értékkel oldjuk meg az egyenletrendszert, majd
valasszuk ki azt, amellyel kapott eredmények a legk6zelebb allnak a valosaghoz. [31]

Mindezt figyelembe véve tigy dontéttiink, hogy a TSVD eljaras nem alkalmas arra, hogy
alkalmazzuk a mi esetiinkben felmeriild inverz probléma megoldasara, ezért mas
regularizacids technikakat kerestiink.

Tikhonov-féle regularizacio

A regularizaci6 célja (hasonldan a TSVD-hez), hogy az S matrix kis értékeinek hatasat
csOkkentsiik, de olyan modon, hogy minimalizaljuk az informéciovesztést, tehat csokkentsiik
az invertdlandd matrix oszloprangjat. A Tikhonov-féle regularizacio altalanos alakja a
(3.2.1)-re felirva:

x; = argmin {[|4x - b2 + 2 L(x - x°)

iy (3.4.2)

ahol
A a regularizacios paraméter
x,a megoldasvektor optimalis A esetében
|Ax — b||3 az (1.12) egyenletrendszer rezidual norméaja

||L(§—§*)||z a megoldads szeminormdja egy x* elsd kozelitési megoldas
figyelembevételével

A (3.4.2)-bél lathato, hogy a regularizacio azt koveteli meg, hogy az ||L(x_— g*)”i, azaz
a megoldas Euklédeszi norméja Kicsi legyen (||§||2 — 0). A szakirodalom szerint [4], mivel

az esetek tObbségében a megoldéasrdl nem all elegendd informacio a rendelkezésiinkre, ezért a
(3.4.2.)-be L = I1-t (egyeségmatrix) és x*esetében nullvektorbol indulunk ki (elhagyjuk). igy
az (3.4.2.) a kovetkezoképpen egyszertisodik:

x, = argmin{Jlax — b’ + 2] (343)

A (3.4.3.)-bdl jol latszik, hogy a Tikhonov-féle regularizacio célja egyensulyt talalni az
egyenletrendszer rezidudl normdjanak (hib4janak) minimalis értéke ¢€és a megoldas
normdjanak minimalis értéke kozott. Az egyensulyt a A regularizacids paraméter teremti meg,
ebbdl fakadoan a megfeleld értékii A paraméter megvalasztasa l1étfontossdgu a regularizacio
soran amellett, hogy a paraméter értéke egyaltalan nem trivialis.

A A paraméter hatdsa lényegében az S matrix invertdldsa soran jelentkezik. Ekkor
ugyanis az S matrix foatlojaban a reciprok képzést a kovetkezd ,sziird
fiiggvénnyel”’korrigaljuk [30]:

2

fij=—u (3.4.4.)

Si'j2+lz
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A (3.4.4.) képletben latszik, hogy amennyiben s;; >> A, fij = 1 és amennyiben sjj << A, fj;
~ 0. Ez azt jelenti, hogy ez a ,,szird fiiggvény” az invertdlandé matrix sajat értékeinek a
reciprokét igy modositja, hogy e két széls¢ érték kozott monoton valtozzanak. gy
gyakorlatilag az eddig ismertetett modszerek koziil ez esetben veszitjiik ¢l a legkevesebb
informaciot ugy, hogy mindemellett kozelitjiik az egyenletrendszer megoldasat.

A modszer alkalmazasanak legnagyobb nehézségét a helyes A paraméter értékének
megvalasztasa jelenti. Ezt ugyanis részben probalgatassal, illetve grafikai Uton hatarozzuk
meg. [31] Amennyiben a ||4§—Q||2 rezidual norma értékének fiiggvényében log-log
diagramon abrazoljuk a megoldas ||£ ||2 normadjat, kiilonb6z6 A értékek figyelembe vételével,
a kovetkezot kapjuk:

optimalis megoldas

/ Anoé

log

A 4

2

log|| Ax-2

3.4.1.abra
L-gorbe [4]

A 3.4.1. abran lathato, hogy a kirajzolddo gorbe (ill-posed jellegli problémak esetében)
mindig L alakd, amibdl a nevét is kapta: L-gorbe. Az L-gorbébdl allapithatd meg az optimalis
A paraméter érték, amely esetében mind a rezidudl norma, mind pedig a megoldas normaja
minimalis, azaz az L-gorbe sarokpontjaban (vagy annak kozelében).

A Tikhonov-féle regularizacios eljarasra épitett iteracios algoritmus legnagyobb
hatranya, hogy minden iteracios 1épésben (amennyiben sziikséges) tobb szazszor meg kell
oldani az egyenletrendszert, hogy az optimalis A értéket megtalaljuk.

4. A PROGRAM MUKODESE ES ESETTANULMANYOK

Az egyenletrendszer megoldasahoz iterativ mddszert valasztottunk (Newton-modszer),
ami kapcsan azt feltételeztiik, hogy az optimalizalandé fliggvény az iteracido 1épései
kornyezetében linedris. Az egyenletrendszer Jakobi matrixa azonban szingularis matrix, igy
az invertalashoz a Tikhonov-regularizacidt hasznaltuk. Az optimalizalo algoritmust nem sajat
magunk programoztuk, hanem az ingyenes Regtools MatLab Toolbox-ot hasznaltuk. ([32],
[33], [34])

A kod futtatasa soran bemeneti adatként a kovetkezokel kell megadnunk:

1. Graf adatai:

— N _shells (a héjak szdma, j): jelenleg értéke 2 lehet,

— N_electrodes (az elektrodak szama, 1): értéke 8, 16, 32, 64, .... (2 hatvanyok),
2. Adatgyjtés adatai:

— freq: az adatgytijtés frekvencidi,
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— GNDPos: az adatgyiijtd rendszer generator foldpontjanak pozicioi,
— GENPos: az adatgyiijt6 rendszer generator melegpontjanak pozicioja,
— Soutce current (a gerjesztOaram értéke),
3. Zajgeneralas: (fehér zaj)
— add noise (zaj hozzaadasa az RO és CO értékekhez): értéke 0, vagy 1 lehet
(amennyiben let irunk be, a script hozzdadja a generalt fehér zajt),
— 1 _perc: a relativ hibgjanak értéke az RO adatsorhoz adva,
— ¢ _perc: a relativ hibajanak értéke a CO adatsorhoz adva,
4. Az egyenletrendszer megoldo algoritmus paraméterei:
— RO, CO: a nemlinedris egyenletrendszer megold6 algoritmusanak kezdeti
értéket,
— err_goal: a kozelités legnagyobb hibdja (a hiba az iteracidé aktualis
egyenletrendszere esetében az egyenletek dsszege)
— rel_err_goal: az egymas utdni iiteracids l1épések hibdjanak relativ eltérése.

A paraméterek megadasa (a megkotéseken kiviil) teljes mértékben szabadon a
felhasznalo 4altal definialhato, igy az algoritmus rugalmasan alkalmazhat6 a fizikai
modelleken torténd validalasok soran. Bar az algoritmus jelenleg a Sheffield-modszerre, mint
adatgylijtési stratégiara van optimalizdlva, de ezen kiviil a felhasznalé definialhat mas
adatgyijtési modokat. A fehér zaj hozzdadasaval a megoldo algoritmus stabilitasat lehet
vizsgalni.

A fent felsorolt paraméterek megadéasa utan futtathatdé a program, amely futds soran a
kovetkez0 fejezetben részletezett miiveleteket végzi el.

Az algoritmus miikodését a kdvetkez folyamatabra foglalja 6ssze (4.1. abra):
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A struktura
paramétereinek
inicializalasa

A strukturat
reprezentald
branch-node
matrix
létrehozasa

Admittancia
kezdetiértekek - Szinyfécids
megadasa fazis

A szimulacié
paramétereinek
megadasa

Szimulaciés

Szimulacio adatok A.

J

Admittancia
. értékek
Mérési adatok sdositasa

Szimulacios

Szimulacié adatok B.

Numerikus
megoldé
parameterinek
beallitasa

A nemiinearis
egyenletrendszer
felépitése
-~ Analizis

A Jacobi matrix
felépitése

Tikhonov
regularizaco,
és iteracios
lépés

Hibakritérium
vizsgalata

Kilépés

4.1.dbra
Az inverz probléma megoldé algoritmus folyamatabraja

Mint az a 4.1. abran is latszik, a program jelenleg szimulacié futtatisara alkalmas. Igy
két f6 programrészbdl épiil fel:

1.

2.

Szimulacios fazis: amely lényegében a kezdeti értékek: RO és CO, valamint a
kezdeti értékekhez tartozd egyenletrendszer eldallitasara szolgal, célja az iteracio
inditasadhoz sziikséges informéacio eldallitasa,

Analizis: feladata a mérési adatokkal modositott és a kezdeti feltételekkel kapott

egyenletrendszer optimalizaléasa.

A Szimulaciés fazis 1épései:

1.
2.

A struktira paramétereinek inicializalasa: az input paraméterek figyelembe vétele,

A strukturat reprezentalé branch — node matrix létrehozasa: a program eldéllitja a
felhasznal¢6 altal definialt graf-struktirahoz tartozd A matrixot,

Admittancia kezdeti értékek megadasa: az R0, CO és freq paraméterek segitségével
kiszamitja az Y matrix értékeit,
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4. A szimuldcié paramétereinek megaddsa: az input paraméterek kozil a freq,
GNDPos ¢s GENPos figyelembe vétele,
5. Szimulacid: az el6z6 pontokban Osszegyiijtott adatok segitségével az megoldésa v,

-re.

Az Analizis programrész 1épései:

6. Admittancia értékek modositasa: szimulacid esetében itt kell definidlni azt az R és
C eloszlast, melyet rekontrualni szeretnénk

7. Szimulacié: az el6z6 pontban definialt R és C értékekkel helyettesitett 1.3.
fejezetben leirtak alapjan Osszeallitott (2.1) alaka lineéris egyenletrendszer
megoldasa V, -re,

8. A nemlinedris egyenletrendszer felépitése: az 5. Iépésben eldallitott
egyenletrendszer adatainak modositasa a 7. pontban kapottakkal,

9. A Jacobi-matrix felépitése: az egyenletrendszer megoldd algoritmus megkdveteli
az egyenletrendszer Jacobi-matrixanak definiadlasat, ami a mi esetiinkben nem
kozelitéssel, hanem explicit torténik,

10. Tikhonov-regularizacio és iteracios 1épés:

a. a Tikhonov-regularizacié soran az egyenletrendszert kétszaszor oldja meg az
algoritmus kiilonbozé A érték esetében, majd meghatarozza az L-gorbe
sarokpontjahoz tartozo, optimalis A értéket,

b. akapott A érték segitségével modositja a valtozok vektorat (X )

11. Hibakritérium vizsgalata:

a. megfelel: kilépés és eredmények megjelenitése,

b. nem felel meg: a megoldas vektort (x) visszahelyettesiti a 9. pontban

kialakitott egyenletrendszerbe, majd belép az iteracid kovetkezd 1épésébe.

4.1 Hibaanalizis

A kod lefutdsa wutdn, azaz a nemlinedris egyenletrendszer optimalizalasanak
végeredményként a felépitett graf struktira again levd ellenallds és kondenzator értékeket
kapjuk. A graf struktiratol fiiggéen el6fordulhat, hogy nagy szamu végeredményt kell
attekinteni, ezért célszerlinek talaltuk a végeredmények grafikus dbrazolasat. Ezért a program
lefutdsa utan a kovetkezd diagramok jelennek meg:

1. alegutolso iteracios 1épés L-gorbéje,

2. R on Branches: ellenallas értékek abrazolva a graf dgainak sorszdma fiiggvényében
(a szimulacidhoz hasznalt és az analizis soran szamitott értékek is)

3. C on Branches: kondenzator értékek &abrazolva a graf againak sorszdma
fliggvényében (a szimulaciohoz hasznalt és az analizis soran szamitott értekek is)

4. Relative Error in R: a szimulacidhoz hasznalt (R) és az analizis sordn szadmitott
ellenallas Rsz értékek relativ hibaja, a kovetkezOképpen szamolva:

h(%)=100- R-Ry

(4.1.1)

5. Relative Error in C: a szimul4cidohoz hasznalt (C) és az analizis sordn szadmitott
ellenallas Csz értékek relativ hibaja, a kovetkezOképpen szamolva:

C-C,

h(%) = 100- (4.1.2)

A futtatds utdn megjelend abrakrol kdnnyen és gyorsan megallapithatd, hogy a megoldas
mennyire felel meg a felhasznal6 elvarasainak.

VIZVARI Z.— GYORFI N.— KLINCSIK M.— SARI Z.— ODRY P.
12



4.2 Esettanulmanyok

A mérési stratégia mindegyik példa esetében az un. Sheffield-modszert kovetik. Az
eredmények a Megrendeld hardware/software rendszerén futtatott eredményekbdl lettek
generalva.

Az els6 esettanulméanyban alkalmazott graf a kovetkezo:

\\\/\/
//\\
/>

4.2.1.4bra
Az elso esettanulmanyban alkalmazott graf

A betaplalt adatok:
e amérési frekvencidk = 6,28-10,6,28, 6,28-10°
e az alkalmazott gerjesztdaram amplitidoja 1 pA
e ahozzdadott zaj értéke 0 %
Az optimalizacié eredményeit a kovetkezd két dbra mutatja:

o
4.2.2.abra
Az elméleti (piros) és a rekonsrualt (kék) ellenallas értékek a 4.2.1. abran szemléltetett grafra
vonatkozéan
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4.2.3.abra
Az elméleti (piros) és a rekonsrualt (kék) ellenallas értékek a 4.2.1. abran szemléltetett grafra
vonatkozéan
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A relativ hiba eloszlas a kovetkez6:

Relative Error in R

25
0 5 10 15 20 25 30 35 40
# of Branch

4.2.4.dbra
A rekonsrualt ellenallas értékek relativ hibaja (2.1) képlet alapjan, a 4.2.1. abran szemléltetett
grafra vonatkozéan

4.2.5.dbra
A rekonsrualt ellenallas értékek relativ hibaja (2.2) képlet alapjan, a 4.2.1. abran szemléltetett
grafra vonatkozoan

Az eljaras 24 1épésbol konvergalt, a hiba értéke: 1.5651-10™, a futasi id8: 2.550041 s.
Az egyenletek szadma: 384, mig az ismeretlenek szama: 296. A fenti abrakbol is lathato, hogy
a rekonstrukcid sikeres, a visszadllitott R és C értékek relativ hibdja 2% alatt van.

A masodik esettanulmany esetében egy 16 elktrodas grafot valasztottunk, amelyek a
kovetkezd abra szemléltet:
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4.2.6.abra

A masodik esettanulmanyban alkalmazott graf

A betaplalt adatok:
o amérési frekvenciak = 6,28-10,6,28, 6,28-10*
e az alkalmazott gerjesztédram amplitaddja 1 pA
e ahozzaadott zaj értéke 1 %
Az optimalizacié eredményeit a kovetkezd két dbra mutatja:

[[iH]

AN A
STV

4.2.7.abra

Az elméleti (piros) és a rekonsrualt (kék) ellenallas értékek a 4.2.6.

grafra vonatkozéan

abran szemléltetett
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4.2.8.abra
Az elméleti (piros) és a rekonsrualt (kék) ellenallas értékek a 4.2.6. abran szemléltetett
grafra vonatkozoan

A relativ hiba eloszlas a kovetkez0:

Relative Error [%)]

4.2.9.dbra

A rekonsrualt ellenallas értékek relativ hibaja (2.1) képlet alapjan, a 4.2.6. abran szemléltetett
grafra vonatkozéan
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Relakve Enor (4]

4.2.10.dbra
A rekonsrualt ellenallas értékek relativ hibaja (2.2) képlet alapjan, a 4.2.6. abran szemléltetett
grafra vonatkozéan

Az eljaras 39 1épésbodl konvergalt, a hiba értéke: 1.1378- 10, a futasi idé: 136.783070 s.
Az egyenletek szama: 1536, mig az ismeretlenek szama:976. A fenti abrakbol is lathato, hogy
a rekonstrukcio sikeres, a visszaallitott R és C értékek relativ hibaja 6% alatt marad. A zaj
hozzéadasa nem volt jelentds hatassal a végeredményre.

5. OSSZEGZES

Az eddigi fejezetekben leirtak alapjan jelenleg egy olyan algoritmus késziil, mely a
képrekonstrukci6  soran  felmeriild inverz  probléma  megoldasahoz  sziikséges
egyenletrendszert allitja el. Az algoritmus szdndékaink szerint teljesen univerzalis, ami azt
jelenti, hogy barmekkora elektrodaszdm és héj darabszam esetében képes Osszeallitani a
megoldando6 egyenletrendszert €s megoldani azt.

A szamitasi algoritmus fejlesztésével a kovetkezd iranyokban 1éphetiink tovabb:

1. szakirodalmazés segitségével kivalasztjuk azokat a matematikai eljarasokat,
melyek alkalmasak az ilyen egyenletrendszerek megoldasara (algoritmus
gyorsitasanak és robusztussaganak novelése),

2. az algoritmust ki kell egésziteniink a képalkotashoz sziikséges elvi és
matematikai alapokkal, valamint azok algoritmikus megvaldsitasaval,

3. a matematikai modellt Ggy kell megalkotnunk, hogy az tényleges fizikai modell
megoldasara legyen alkalmas (peremfeltételek definidlasa, mérési stratégidk
kivalasztasa stb.)

4. amegvalositott algoritmust fizikai modellen validaljuk.
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